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Abstrak
Pada tugas akhir ini dibahas model penyebaran penyakit
menular tipe SIS (Susceptible Infected Susceptible) yang
terdiri dua tahap. Model penyebaran penyakit ini dianalisis
berdasarkan kestabilan titik kesetimbangan, dan bifurkasi
dengan satu parameter. Dalam hal ini parameternya
adalah bilangan reproduksi dasar atau biasa disebut R0
yang digunakan untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu
penyakit. Analisa bifurkasi diperlukan untuk mengetahui
perubahan stabilitas dan perubahan banyaknya titik tetap
akibat perubahan nilai parameter. Selanjutnya dilakukan
penyelesaian numerik untuk model dengan menggunakan
metode numerik Runge-Kutta orde empat yang disimulasikan
dengan menggunakan Matlab. Hasil analisa yang diperoleh
yaitu fenomena bifurkasi mundur muncul bergantung pada
cakupan vaksinasi dan keefektifan vaksin dan simulasi numerik
dari model menunjukkan bahwa diperlukan keefektifan vaksin
yang cukup tinggi untuk pemberantasan penyakit secara efektif.
Kata-kunci: Bifurkasi Mundur; Penyakit Menular;
Vaksinasi
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Abstract
This final project discusses SIS type of infectious disease
transmission model which consist of two stages. This disease
transmission model be analyzed based on the stability of
equilibrium point and bifurcation with one parameter. This
parameter is basic reproduction number or R0. R0 is used
to determine the rate of transmission disease. Bifurcation
analysis is needed to know the change of stability and number
of fixed point due to value of parameter. Then, we find
numerical solution for Runge-Kutta numerical method model.
This phenomenon of backward bifurcation does not arise
depending on vaccination coverage and efficacy of vaccine.
Numerical simulations of the model show that, the use of an
imperfect vaccine can lead to effective control of the disease if
the vaccination coverage and the efficacy of vaccine are high
enough.
Keywords: Backward Bifurcation; Infectious Diseases;
Vaccination
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S1(t) populasi susceptible (kelompok individu rentan
terhadap penyakit yang belum pernah terinfeksi
sebelumnya)
I1(t) populasi infected (kelompok individu terinfeksi
yang menularkan penyakit paling sedikit satu kali)
S2(t) populasi susceptible (kelompok individu rentan
terhadap penyakit yang telah terinfeksi paling
sedikit satu kali)
I2(t) populasi infected (kelompok individu terinfeksi
yang menularkan penyakit paling sedikit dua kali)
Λ Populasi rekruitmen dari populasi susceptible
θ Laju susceptible yang telah divaksinasi
β Laju penularan dari populasi infected ke
populasi susceptible
σi(i = 1, 2) Laju kontak efektif dari masing-masing kelas Ii
µ Laju kematian alami pada masing-masing kelas
γi(i = 1, 2) Laju pemulihan populasi infected pada kelas Ii
τi(i = 1, 2) Laju kematian yang disebabkan oleh penyakit
pada masing-masing kelas Ii
α Keefektifan relatif dari vaksin dengan α = 0
artinya bahwa vaksin sangat efektif dan α = 1
artinya bahwa vaksin tidak efektif
<v Bilangan reproduksi dasar yang divaksinasi
ε0 Titik kesetimbangan bebas penyakit
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini akan diuraikan hal-hal yang melatarbelakangi
tugas akhir ini yang selanjutnya dituliskan dalam sub
perumusan masalah. Dalam bab ini juga dicantumkan
mengenai batasan masalah, tujuan dan manfaat dari tugas
akhir ini. Adapun sistematika penulisan tugas akhir diuraikan
pada bagian akhir bab ini.
1.1 Latar Belakang
Penyakit adalah sesuatu yang menyebabkan terjadinya
gangguan kesehatan pada makhluk hidup yang disebabkan
oleh bakteri, virus, atau kelainan sistem faal atau jaringan
pada organ tubuh [1]. Terdapat berbagai macam penyakit
yang menyerang makhluk hidup, salah satu contohnya adalah
penyakit endemik. Penyakit endemik bisa menjadi ancaman
bagi populasi di suatu wilayah. Suatu populasi yang terdapat
penyakit endemik di dalamnya bisa mengalami kepunahan
jika tidak dilakukan penanganan yang tepat. Suatu penyakit
dikatakan endemik ketika penyakit tersebut menyebar pada
suatu wilayah dalam kurun waktu yang sangat lama.
Penyebaran penyakit endemik merupakan salah satu
permasalahan kehidupan yang dapat diselesaikan dengan
menggunakan model matematika. Pengkajian model
epidemik matematika merupakan hal yang sangat penting
untuk menganalisa penyebaran penyakit menular dan cara
mengontrolnya, sehingga dapat dilakukan penanganan yang
tepat dan efektif.
Untuk mengetahui proses penyebaran penyakit menular,
1
2dikenal beberapa model penyebaran penyakit, baik model
yang bersifat deterministik, maupun model yang bersifat
stokastik. Model-model tersebut antara lain SI, SIS, SIR, dan
SEIR. Model-model tersebut memiliki karakteristik tersendiri,
berdasarkan jenis dan bentuk penyebaran penyakit menular
yang diamati.
Model SIS (Susceptible Infected Susceptible) merupakan
model penyebaran penyakit dengan karakteristik bahwa
setiap individu rentan terinfeksi suatu penyakit, kondisi
ini dinotasikan dengan S (susceptible), individu yang
rentan tersebut berinteraksi dengan individu yang terinfeksi,
sehingga masuk ke kelas Infected. Individu terinfeksi
dinotasikan dengan I (Infected). Dalam model SIS
ini, individu dalam kelas Infected memiliki kekebalan
parsial, dimana kekebalan parsial yang dimaksud adalah
kekebalan terhadap penyakit akan tetapi tidak memberikan
kekebalan secara penuh karena tidak adanya imun permanen
sehingga individu tersebut masuk ke kelas Susceptible yang
memungkinkan terinfeksi kembali dan masuk kelas Infected.
Pada penelitian sebelumnya Intan Putri Lestari (2012)
sudah membahas eksistensi bifurkasi mundur pada model
penyebaran penyakit menular SIS yang ditambah dengan
kompartemen vaksinasi dan didapatkan eksistensi bifurkasi
mundur pada model epidemik SIS dengan vaksinasi
dikarenakan ketidakefektifan vaksin sehingga terdapat titik
kesetimbangan endemik saat bilangan reproduksi dasar
kurang dari 1 [2].
Pada Tugas Akhir ini dilakukan analisa model penyebaran
penyakit menular dengan pendekatan kompartemen yang
menghasilka n model epidemiologi SIS dua tahap dengan
kekebalan parsial dan analisis bifurkasi mundur dari model.
Dan diberikan simulasi numeriknya dengan metode numerik
Runge-Kutta.
31.2 Rumusan Masalah
Berkaitan dengan latar belakang yang ada, permasalahan
yang dibahas pada Tugas Akhir ini antara lain :
1. Bagaimana menentukan bilangan reproduksi dasar,
kestabilan dari setiap titik kesetimbangan endemik dan
kesetimbangan bebas penyakit.
2. Bagaimana mengetahui penyebab bifurkasi mundur dan
nilai dampak vaksin dalam dinamika transmisi model
epidemiologi dengan kekebalan parsial dan variable
populasi.
3. Bagaimana hasil simulasi numeriknya dengan
menggunakan metode numerik Runge-Kutta.
1.3 Batasan Masalah
Permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini
dibatasi ruang lingkupnya, yaitu model epidemiologi yang
dianalisis merupakan model bertipe SIS dua tahap yang
bersifat deterministik atau model kompartemen.
1.4 Tujuan
Tujuan yang dicapai dalam tugas akhir ini antara lain :
1. Menentukan bilangan reproduksi dasar, kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan endemik dan kesetimbangan
bebas penyakit.
2. Mendapatkan hasil identifikasi penyebab bifurkasi
mundur dan nilai dampak vaksin dalam dinamika
transmisi model epidemiologi dengan kekebalan parsial
dan variable populasi.
3. Mendapatkan hasil simulasi numeriknya dengan
menggunakan metode numerik Runge-Kutta.
41.5 Manfaat
Manfaat dari penulisan Tugas Akhir ini adalah
mendapatkan bilangan reproduksi dasar dan mengetahui
adanya bifurkasi mundur dari model epidemik SIS. Dengan
demikian tugas akhir ini dapat dijadikan referensi untuk
mengevaluasi metode untuk mengendalikan penyakit menular.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan tugas akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Pada bab ini berisi tentang gambaran umum dari
penulisan tugas akhir yang meliputi latar belakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat,
dan sistematika penulisan.
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini berisi tentang materi-materi yang
mendukung Tugas Akhir ini, antara lain penelitian
sebelumnya, sistem kompartemen, bilangan reproduksi
dasar, kestabilan titik tetap, bifurkasi, dan metode
Runge-Kutta.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Pada bab ini dibahas tentang langkah langkah dan
metode yang digunakan untuk menyelesaikan tugas
akhir ini.
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan menguraikan bagaimana memperoleh
daerah penyelesaian model, kestabilan lokal di setiap
titik kesetimbangan, analisis bifurkasi berdasarkan
bilangan reproduksi dasar, mencari solusi numerik
dengan menggunakan metode Runge-Kutta dan simulasi
dari model tersebut.
55. BAB V PENUTUP
Pada bab ini berisi kesimpulan tugas akhir yang
diperoleh dari bab pembahasan serta saran untuk
pengembangan penelitian selanjutnya.
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini akan dijelaskan mengenai tinjauan pustaka
yang menjadi dasar materi dalam penyusunan tugas akhir
serta menunjang metode metode yang digunakan dalam
pembahasan tugas akhir ini.
2.1 Penelitian Sebelumnya
Pada penelitian sebelumnya Intan Putri Lestari (2012)
telah membahas eksistensi bifurkasi mundur pada model
penyebaran penyakit menular SIS yang ditambah dengan
kompartemen vaksinasi dan didapatkan eksistensi bifurkasi
mundur pada model epidemik SIS dengan vaksinasi
dikarenakan ketidakefektifan vaksin sehingga terdapat
titik kesetimbangan endemik saat bilangan reproduksi dasar
kurang dari 1 [2].
Pada Tugas Akhir ini akan dilakukan analisa model
penyebaran penyakit menular dengan pendekatan
kompartemen yang menghasilkan model epidemiologi
SIS dua tahap dengan kekebalan parsial dan analisis bifurkasi
mundur dari model. Selanjutnya akan diberikan simulasi
numeriknya dengan metode numerik Runge-Kutta.
2.2 Model Kompartemen
Kompartemen adalah suatu aliran yang mendeskripsikan
penyebaran penyakit dari individu-individu. Ada beberapa
fase dalam suatu kompartemen, yaitu :
S : Susceptible, individu yang sehat namun rentan (tak kebal)
terhadap penyakit.
E : Exposed, individu yang terjangkit penyakit namun belum
7
8tampak tanda penyakitnya (masa inkubasi).
I : Infected, individu yang terkena penyakit dan dapat
menularkan penyakitnya.
R : Removed, individu yang kebal setelah terinfeksi.
Tabel 2.1: Beberapa Model Kompartemen
Model Keterangan
SI Penyakit tidak dapat disembuhkan
SIS Penyakit dapat sembuh namun tidak ada
kekebalan setelah sembuh (masih rentan
terhadap penyakit).
SIR Penyakit memperoleh kekebalan permanen
dan sembuh dari penyakit tersebut.
SIRS Penyakit dapat sembuh namun kekebalan
bersifat sementara (masih rentan terhadap
penyakit).
SIRI Penyakit dapat sembuh dan dapat kambuh
kembali.
SEI Penyakit mengalami masa inkubasi dan tidak
dapat disembuhkan.
SEIS Penyakit mengalami masa inkubasi dan
dapat sembuh, namun tidak ada kekebalan
setelah sembuh (masih rentan terhadap penyakit).
SEIR Penyakit mengalami masa inkubasi dan
memperoleh kekebalan permanen serta
sembuh dari penyakit tersebut.
SEIRS Penyakit mengalami masa inkubasi dan
dapat sembuh, namun kekebalan bersifat
sementara(masih rentan terhadap penyakit).
Model SIS (Susceptible Infected Susceptible) merupakan
model penyebaran penyakit dengan karakteristik bahwa
setiap individu rentan terinfeksi suatu penyakit, kondisi
ini dinotasikan dengan S (susceptible), individu yang
9rentan terinfeksi tersebut berinteraksi dengan individu
yang terinfeksi, kemudian terinfeksi dinotasikan dengan I
(infected). Dalam model SIS ini, individu dalam kelas
infeksi dapat sembuh dengan pengobatan medis atau proses
alam, sehingga masuk kelas sehat, tetapi kesembuhan
itu tidak mengakibatkan individu tersebut kebal, sehingga
memungkinkan terinfeksi kembali dan masuk kelas infeksi [5].
2.3 Bilangan Reproduksi dasar (R0)
Bilangan reproduksi dasar (Basic Reproduction Number)
atau biasa disebut R0 adalah suatu parameter yang
digunakan untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu
penyakit. Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang
menunjukkan jumlah individu rentan yang dapat menderita
penyakit disebabkan oleh satu individu infeksi. Namun
adapula yang mengartikan bilangan yang menyatakan
banyaknya rata-rata individu infected sekunder akibat
tertular individu infected primer yang berlangsung dalam
populasi individu rentan penyakit.
Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar,
digunakan metode Driessche dan Watmough [6]. Dengan
mengasumsikan bahwa populasi dapat dikelompokkan ke
dalam n kompartemen. Diberikan x = (x1, ..., xn)
t, dengan
xi ≥ 0 adalah bilangan dari individu pada masing-masing
kompartemen sehingga kompartemen m < n pertama sesuai
dengan individu terinfeksi. Diberikan Xs adalah himpunan
dari semua titik kesetimbangan bebas penyakit. Didefinisikan
Xs = {x ≥ 0|xi = 0, i = 1, ...,m}
Selanjutnya untuk menghitung R0, penting untuk
membedakan infeksi baru dari semua perubahan dalam
populasi. Untuk itu didefinisikan Fi(x) adalah laju dari
kemunculan infeksi baru pada kompartemen i,V−i (x) adalah
laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen i,
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dan V+i (x) adalah laju dari perpindahan individu masuk
ke kompartemen i. Model penyebaran penyakit terdiri dari
kondisi awal non-negatif dengan persamaan sistem berikut:
x˙i = fi = Fi(x)− Vi(x), i = 1, ..., n, dengan Vi = V−i − V+i
dan memenuhi asumsi-asumsi berikut:
a. Jika x ≥ 0, maka Fi,V−i ,V+i ≥ 0 untuk i=1,...,n.
Karena masing-masing merepresentasikan perpindahan
langsung dari individu, maka semua non-negatif.
b. Jika xi = 0, maka V−i = 0. Secara khusus, jika x ∈ Xs,
maka V−i = 0 untuk i=1,...,n. Hal ini berarti jika sebuah
kompartemen kosong, maka tidak ada perpindahan dari
individu yang keluar dari kompartemen dikarenakan
kematian atau infeksi.
c. Fi = 0 jika i > m. Hal ini mengakibatkan timbulnya
penyakit adalah nol.
d. Jika x ∈ Xs, maka Fi = 0 dan V+i = 0 untuk i=1,...,m.
Jika populasi bebas dari penyakit, maka populasi akan
tetap bebas dari penyakit (tidak ada infeksi).
e. Jika F(x) menuju ke nol, maka semua nilai eigen
dari Df(x0) mempunyai bagian real negatif. Hal ini
berdasarkan turunan dari f di dekat titik kesetimbangan
bebas penyakit (DFE), didefinisikan DFE dari f adalah
penyelesaian kestabilan lokal dari titik kesetimbangan
bebas penyakit, dengan f terbatas ke Xs. Jika populasi
ada di sekitar DFE, maka populasi akan kembali ke DFE
menurut linearisasi sistem :





adalah matriks Jacobian yang dihitung di sekitar x =
x0. Oleh karena itu, asumsi ini mengakibatkan DFE
stabil.
Didefinisikan K = FV −1 sebagai next generation matriks dan
R0 = ρ(FV











1 ≤ i, j ≤ m,
dan ρ(A) adalah nilai eigen yang dominan dari matriks A [5].
Jika model hanya mempunyai dua titik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik, maka tidak terjadi endemik
jika R0 ≤ 1 dan terjadi endemik jika R0 ≥ 1 [6].
2.4 Kestabilan Titik Tetap








Sebuah titik (x0, y0) merupakan titik kesetimbangan dari
persamaan (2.1) jika memenuhi f(x0, y0) = 0 dan g(x0, y0) =
0. Karena turunan suatu konstanta sama dengan nol, maka
sepasang fungsi konstan [7].
x(t) ≡ x0 dan y(t) ≡ y0
adalah penyelesaian kesetimbangan dari persamaan (2.1)
untuk semua t.
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2.5 Stabil Asimtotik Lokal
Kestabilan asimtotis lokal pada titik keseimbangan
ditentukan oleh tanda pada bagian real dari akar-akar
karakteristik sistem.
Teorema 2.1

















mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak stabil
jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai tanda
positif pada bagian realnya.
Analisis kestabilan dilakukan untuk mengetahui laju
penyebaran suatu penyakit. Analisis ini dilakukan pada titik
setimbang bebas penyakit (Disease Free Equilibrium) dan titik
setimbang endemik (Endemic Equilibrium).
2.6 Bifurkasi
Pada sistem dinamik non linear sering dijumpai kestabilan
di sekitar titik kesetimbangan suatu sistem persamaan yang
menunjukkan fenomena bifurkasi. Bifurkasi secara umum
adalah perubahan kualitatif yang meliputi perubahan
stabilitas dan perubahan banyaknya titik kesetimbangan
karena perubahan nilai-nilai parameter. Dalam epidemiologi,
fenomena bifurkasi berhubungan dengan parameter ambang
batas, yang sering disebut bilangan reproduksi dasar dan
biasanya disimbolkan dengan R0 [8].
Ada dua jenis bifurkasi dalam model penyebaran
penyakit menular yaitu bifurkasi maju dan bifurkasi mundur.
Eksistensi bifurkasi maju dan mundur pada model penyebaran
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penyakit ditunjukkan oleh diagram bifurkasi pada Gambar
2.1 dan Gambar 2.2 dengan merupakan parameter bifurkasi
dan merupakan populasi individu yang terinfeksi penyakit.
Fenomena bifurkasi maju terjadi pada saat R0 > 1 dimana
hanya ada satu titik kesetimbangan endemik. Sedangkan
fenomena bifurkasi mundur terjadi pada saat R0 < 1
mempunyai dua titik kesetimbangan endemik [8].
Gambar 2.1 Bifurkasi Maju Gambar 2.2 Bifurkasi Mundur
2.7 Metode Runge-Kutta
Metode Runge-Kutta merupakan pengembangan dari
metode Euler, dimana perhitungan penyelesaian dilakukan
step demi step. Untuk fungsi dari persamaan differensial :
y′ = f(x, y)
Dengan titik pendekatan awal x0,y0, berdasarkan metode
Euler nilai fungsi penyelesaian diperoleh dengan:
yn+1 = yn + hfn(xn, yn)
2.7.1 Metode Runge Kutta 2
Metode Runge-Kutta membuat step yang lebih kecil dari
perubahan nilai dengan membagi nilai perubahan tiap step
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menjadi sejumlah bagian yang ditentukan, bentuk paling
sederhana dari metode Runge Kutta ini adalah membagi
bagian perubahan menjadi dua bagian sehingga :





k1 = hf(xn, yn)
k2 = hf(xn + h, yn + k1)
2.7.2 Metode Runge Kutta 4
Bila pada metode Runge-Kutta 2, nilai koefisien
perbaikannya adalah dua buah, maka pada metode
ini menggunakan empat nilai koefisien perbaikan yaitu
k1, k2, k3, dan k4 yang diberikan sebagai berikut:
yn+1 = yn +
1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
dengan
k1 = hf(xn, yn)
k2 = hf(xn +
h
2 , yn +
k1
2 )
k3 = hf(xn +
h
2 , yn +
k2
2 )
k4 = hf(xn + h, yn + k3)
BAB III
METODE PENELITIAN
Bab ini menguraikan metode yang akan digunakan dalam
penelitian secara rinci. Metodologi penelitian yang digunakan
berguna sebagai acuan sehingga penelitian ini dapat disusun
secara sistematis.
3.1 Studi Literatur
Tahap ini merupakan tahap untuk melakukan identifikasi
permasalahan, yaitu mencari referensi yang menunjang
penelitian. Referensi bisa berupa tugas akhir, jurnal, buku,
maupun artikel terkait.
3.2 Mengkaji Model Interaksi Dinamis
Untuk memahami model penyebaran penyakit menular,
disusun asumsi asumsi tertentu sehingga dapat dibuat model
kompartemen, yang nantinya terdapat 2 kompartemen yaitu
susceptible dan infected.
3.3 Mencari titik kesetimbangan dan bilangan
reproduksi dasar
Dari model dinamik yang diperoleh akan dicari titik
kesetimbangan bebas penyakit (I = 0) dan titik kesetimbangan
endemik (I 6= 0) yang selanjutnya dapat ditentukan nilai eigen
dari matriks Jacobian tersebut sehingga dapat ditentukan
bilangan reproduksi dasar (<0).
3.4 Menganalisis Kestabilan Lokal dari Setiap Titik
Kesetimbangan dan Bifurkasi
Pada tahap ini akan dicari kestabilan lokal titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
15
16
endemik dengan memasukkan nilai kesetimbangan kedalam
matriks Jacobian, sehingga didapatkan nilai akar- akar
karakteristik dari matriks Jacobiannya untuk mengetahui
kestabilan asimtotik lokal pada titik titik tersebut.
Selanjutnya menentukan kurva bifurkasi melalui nilai <0.
3.5 Simulasi dan Analisis
Pada tahap ini penulis akan melakukan solusi numerik dari
model dengan metode Runge-Kutta orde 4 dan simulasi untuk
mengetahui grafik kestabilan dari model dinamik dan kurva
bifurkasi.
3.6 Kesimpulan




Pada bab ini, akan dibahas tentang penyelesaian model,
titik kesetimbangan bebas penyakit, titik kesetimbangan
endemik, kemudian akan dicari kestabilan lokal dari setiap
titik kesetimbangan tersebut, dan bilangan reproduksi
dasar, kemudian menentukan bifurkasinya (bifurkasi
mundur) berdasarkan nilai bilangan reproduksi dasar.
Selanjutnya akan dilakukan penyelesaian numerik untuk
model dengan menggunakan metode numerik Runge-Kutta
dan mensimulasikannya.
4.1 Deskripsi Model dan Asumsi
Model interaksi dinamis yang akan dibahas pada Tugas
Akhir ini memiliki asumsi sebagai berikut:
1. Individu dikelompokkan menjadi empat kelompok yaitu
• S1(t) adalah populasi susceptible (kelompok
individu rentan terhadap penyakit yang belum
pernah terinfeksi sebelumnya)
• I1(t) adalah populasi infected (kelompok individu
terinfeksi yang menularkan penyakit paling sedikit
satu kali)
• S2(t) adalah populasi susceptible (kelompok
individu rentan terhadap penyakit yang telah
terinfeksi paling sedikit satu kali)
• I2(t) adalah populasi infected (kelompok individu




Dalam model ini, individu dalam kelas infected
memiliki kekebalan parsial, dimana kekebalan parsial
yang dimaksud adalah kekebalan terhadap penyakit
akan tetapi tidak memberikan kekebalan secara penuh
sehingga individu tersebut masuk ke kelas susceptible
yang memungkinkan terinfeksi kembali dan masuk kelas
infected. Jumlah populasi individu dinyatakan sebagai
N(t) dengan N(t) = S1(t) + I1(t) + S2(t) + I2(t).
2. Berikut merupakan definisi parameter-parameter yang
terdapat dalam model dinamik, yaitu
• Λ menyatakan populasi rekruitmen dari populasi
susceptible
• θ menyatakan laju susceptible yang telah
divaksinasi
• β menyatakan laju penularan dari populasi infected
ke populasi susceptible
• σi(i = 1, 2) menyatakan laju kontak efektif dari
masing-masing kelas Ii
• µ menyatakan laju kematian alami pada masing-
masing kelas
• γi(i = 1, 2) menyatakan laju pemulihan populasi
infected pada kelas Ii
• τi(i = 1, 2) menyatakan laju kematian yang
disebabkan oleh penyakit pada masing-masing
kelas Ii
• αmenyatakan keefektifan relatif dari vaksin dengan
α = 0 artinya bahwa vaksin sangat efektif dan α =
1 artinya bahwa vaksin tidak efektif
Dari asumsi di atas, dapat digambarkan diagram
kompartemen dari model penyebaran penyakit menular
sebagai berikut:
19
Gambar 4.1: Diagram Kompartemen dari Model
Dari Gambar 4.1, diperoleh model sebagai berikut:
1. Besarnya laju populasi individu yang rentan terhadap
penyakit (yang belum terinfeksi sebelumnya)
(susceptible) dipengaruhi oleh angka kelahiran populasi
individu yang rentan dan berkurang dengan adanya
angka kelahiran populasi individu yang rentan dan
populasi yang divaksinasi, sedangkan populasi akan
menurun dengan adanya beberapa kejadian penularan
penyakit, dan kematian alami dari individu.
dS1
dt
= (1− θ)Λ− (β + µ)S1
2. Besarnya laju populasi individu yang terinfeksi penyakit
(yang telah menularkan penyakit paling sedikit satu
kali) (infected) akan bertambah saat terdapat populasi
individu yang terinfeksi penyakit akibat kontak
langsung dengan individu yang terinfeksi dan populasi
akan menurun dengan adanya kejadian individu yang
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terinfeksi namun telah sembuh dan juga menurun karena




= βS1 − (γ1 + µ+ τ1)I1
3. Besarnya laju populasi individu yang rentan terhadap
penyakit (yang telah terinfeksi paling sedikit satu
kali) (susceptible) dipengaruhi oleh angka kelahiran
populasi individu yang rentan dan populasi yang telah
divaksinasi, akan bertambah dengan adanya kejadian
individu yang terinfeksi namun telah sembuh sedangkan
populasi akan menurun dengan adanya keefektifan
vaksin dan beberapa kejadian penularan penyakit, dan
kematian alami dari individu.
dS2
dt
= θΛ + γ1I1 + γ2I2 − (αβ + µ)S2
4. Besarnya laju populasi individu yang terinfeksi penyakit
(yang telah menularkan penyakit paling sedikit dua
kali) (infected) akan bertambah saat terdapat populasi
individu yang terinfeksi penyakit akibat kontak
langsung dengan individu yang terinfeksi dan dengan
adanya keefektifan vaksin sedangkan populasi akan
menurun dengan adanya kejadian individu yang
terinfeksi namun telah sembuh dan juga menurun karena




= αβS2 − (γ2 + µ+ τ2)I2
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Dari penjelasan diatas, maka sistem persamaan dapat
ditulis sebagai berikut [3]:
dS1
dt
= (1− θ)Λ− (β + µ)S1
dI1
dt
= βS1 − (γ1 + µ+ τ1)I1 (4.1)
dS2
dt
= θΛ + γ1I1 + γ2I2 − (αβ + µ)S2
dI2
dt
= αβS2 − (γ2 + µ+ τ2)I2
dengan β = σ1I1+σ2I2N
4.2 Daerah Penyelesaian Model
Diasumsikan bahwa nilai parameter pada persamaan (4.1)
adalah positif.
Didefinisikan daerah penyelesaian Ω sebagai berikut:
Ω =
{





Dengan kondisi awal S1 > 0I1 > 0, S2 > 0, dan I2 > 0
sehingga S1(t), I1(t), S2(t), dan I2(t) akan berada di dalam Ω
untuk semua t > 0.
Selanjutnya akan dicari dNdt . Karena diketahui bahwa















= Λ− θΛ− βS1 − µS1 + βS1 − γ1I1 − µI1
−τ1I1 + θΛ + γ1I1 + γ2I2 − αβS2 − µS2
+αβS2 − γ2I2 − µI2 − τ2I2
= Λ− µS1 − µI1 − τ1I1 − µS2 − µI2 − τ2I2
= Λ− µ(S1 + I1 + S2 + I2)− τ1I1 − τ2I2





= Λ− µN − τ1I1 − τ2I2 ≤ Λ− µN (4.2)
Persamaan (4.2) berbentuk persamaan diferensial linier










u = Λ− µN
du = −µdN
dN = − 1
µ
du

















substitusi u = Λ− µN
Λ− µN = Ce−µt








Di sini nilai N(t) berubah terhadap t. Artinya semakin besar














Maka diperoleh N(t) ≤ Λµ .
N(t) ≤ Λµ menunjukkan jumlah populasi terbatas.
4.3 Kesetimbangan Bebas Penyakit
Titik kesetimbang bebas penyakit adalah suatu keadaan
tidak terjadi penyebaran penyakit menular dalam suatu
populasi sehingga I = 0.
Untuk memperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit
dengan menyatakan ruas kiri pada (4.1) bernilai nol
kemudian mensubstitusikannya untuk memperoleh titik ε0 =
(S∗1 , I∗1 , S∗2 , I∗2 ).
Karena pada kondisi tidak ada penyebaran penyakit
menular, maka I∗1 = I∗2 = 0. Selanjutnya akan dicari nilai
S∗1 dan S∗2 melalui (4.1) yang ruas kanannya bernilai nol





(1− θ)Λ− (β + µ)S1 = 0




















θΛ + γ1I1 + γ2I2 − (αβ + µ)S2 = 0
θΛ + 0 + 0− (0 + µ)S2 = 0










Berdasarkan (4.5) dan (4.6), diketahui bahwa I∗1 = I∗2 =
0, maka diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit ε0 =











Titik Kesetimbangan Endemik digunakan untuk
menunjukkan adanya penyebaran penyakit pada suatu
populasi sehingga I∗1 6= I∗2 6= 0.
Untuk memperoleh titik kesetimbangan endemik
dengan menyatakan ruas kiri bernilai nol pada (4.1),






















(1− θ)Λ− (β + µ)S1 = 0













(γ1 + µ+ τ1)I1 = βS1
I1 =
βS1













θΛ + γ1I1 + γ2I2 − (αβ + µ)S2 = 0
(αβ + µ)S2 = θΛ + γ1I1 + γ2I2












γ2 + µ+ τ2
)
Dengan perkalian terhadap k1k2(β + µ) diperoleh
k1(β + µ)k2(αβ + µ)S2 = k1(β + µ)k2θΛ + γ1k2(β(1− θ)Λ) +
γ2k1(β + µ)αβS2
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k1(β + µ)k2(αβ + µ)S2 − γ2k1(β + µ)αβS2 = k1(β + µ)k2θΛ
+γ1k2(β(1− θ)Λ)




k1(β + µ)k2θΛ + γ1k2(β(1− θ)Λ)
(k1(β + µ)k2(αβ + µ)− γ2k1(β + µ)αβ)
=
k2Λ(k1(β + µ)θ + γ1(β(1− θ))
k1(β + µ)(k2(αβ + µ)− γ2αβ)
=
k2Λ(k1(β + µ)θ + γ1(β(1− θ))
k1(β + µ)((γ2 + µ+ τ2)(αβ + µ)− γ2αβ))
=
k2Λ(k1(β + µ)θ + γ1(β(1− θ))
k1(β + µ)(γ2αβ + γ2µ+ µαβ + µ2 + τ2αβ + τ2µ− γ2αβ)
=
k2Λ(k1(β + µ)θ + γ1(β(1− θ))
k1(β + µ)((µ+ τ2)(αβ + µ) + µγ2)
, maka
S∗∗2 =
k2Λ(k1(β + µ)θ + γ1(β(1− θ))
k1(β + µ)((µ+ τ2)(αβ + µ) + µγ2)
(4.9)




αβS2 − (γ2 + µ+ τ2)I2 = 0
Dengan mensubstitusikan nilai S∗∗2 , maka
(γ2 + µ+ τ2)I2 = αβ
(
k2Λ(k1θ(β + µ) + γ1(1− θ)β)




αβΛ(k1θ(β + µ) + γ1(1− θ)β)





αβΛ(k1θ(β + µ) + γ1(1− θ)β)























∗∗ + µ)θ + γ1(β∗∗(1− θ))
k1(β∗∗ + µ)((µ+ τ2)(αβ∗∗+ µ) + µγ2)
I∗∗2 =
(
αβΛ(k1θ(β + µ) + γ1(1− θ)β)
































I∗∗2 = 0 (4.14)








αβ∗∗Λ(k1θ(β∗∗ + µ) + γ1(1− θ)β∗∗)




∗∗ + µ)θ + γ1(β∗∗(1− θ))










Persamaan (4.15) dapat disusun dan disederhanakan
dalam bentuk persamaan kuadrat dengan perkalian terhadap
β∗∗k1(β∗∗ + µ)[(µ+ τ2)(αβ∗∗ + µ) + µγ2].
(1− θ)Λβ∗∗k1[(µ+ τ2)(αβ∗∗ + µ) + µγ2] + (β∗∗ − σ2)
αβ∗∗Λ[k1θ(β∗∗ + µ) + γ1(1− θ)β∗∗] + β∗∗k2Λ[k1θ
(β∗∗ + µ) + γ1(1− θ)β∗∗] + (β∗∗ − σ1)β∗∗(1− θ)Λ
[(µ+ τ2)(αβ
∗∗ + µ) + µγ2] = 0
(1− θ)Λβ∗∗k1[µαβ∗∗ + µ2 + τ2αβ∗∗ + τ2µ+ µγ2]
+(β∗∗ − σ2)αβ∗∗Λ[(k1θβ∗∗ + k1θµ) + (γ1β∗∗ − γ1θβ∗∗)]
+β∗∗k2Λ[(k1θβ∗∗ + k1θµ) + (γ1β∗∗ − γ1θβ∗∗)]
+(β∗∗ − σ1)(Λβ∗∗ − Λθβ∗∗)[µαβ∗∗ + µ2 + τ2αβ∗∗
+τ2µ+ µγ2] = 0
(Λ− Λθ)[k1µα(β∗∗)2 + k1τ2α(β∗∗)2 + k1µ2β∗∗ + k1τ2µβ∗∗
+k1µγ2β
∗∗] + (β∗∗ − σ2)[αΛk1θ(β∗∗)2 + αΛγ1(β∗∗)2
−αΛγ1θ(β∗∗)2 + αΛk1θµβ∗∗] + k1k2Λθ(β∗∗)2 + k2Λγ1(β∗∗)2
−k2Λγ1θ(β∗∗)2 + k1k2Λθµ(β∗∗)(β∗∗ − σ1)[Λµα(β∗∗)2
+Λµ2β∗∗ + Λτ2α(β∗∗)2 + Λτ2µβ∗∗ + Λµγ2β∗∗ − Λθµα(β∗∗)2
−Λθµ2β∗∗ − Λθτ2α(β∗∗)2 − Λθτ2µβ∗∗ − Λθµγ2β∗∗] = 0
Λk1µα(β
∗∗)2 + Λk1τ2α(β∗∗)2 + Λk1µ2β∗∗ + Λk1τ2µβ∗∗
+Λk1µγ2β
∗∗ − Λθk1µα(β∗∗)2 − Λθk1τ2α(β∗∗)2 − Λθk1µ2β∗∗
−Λθk1τ2µβ∗∗ − Λθk1µγ2β∗∗] + αΛk1θ(β∗∗)3 + αΛγ1(β∗∗)3
−αΛγ1θ(β∗∗)3 + αΛk1θµ(β∗∗)2 − σ2αΛk1θ(β∗∗)2
−σ2αΛγ1(β∗∗)2 + σ2αΛγ1θ(β∗∗)2 − σ2αΛk1θµβ∗∗]
+(k1k2Λθ + k2Λγ1 − k2Λγ1θ)(β∗∗)2 + k1k2Λθµ(β∗∗)
+Λµα(β∗∗)3 + Λτ2α(β∗∗)3 − Λθµα(β∗∗)3 − Λθτ2α(β∗∗)3
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+Λµ2(β∗∗)2 + Λτ2µ(β∗∗)2 + Λµγ2(β∗∗)2 − Λθµ2(β∗∗)2
−Λθτ2µ(β∗∗)2 − Λθµγ2(β∗∗)2 − σ1Λµα(β∗∗)2 − σ1Λτ2α(β∗∗)2
+σ1Λθµα(β
∗∗)2 + σ1Λθτ2α(β∗∗)2 − σ1Λµ2β∗∗
−σ1Λτ2µβ∗∗ − σ1Λµγ2β∗∗ + σ1Λθµ2β∗∗ + σ1Λθτ2µβ∗∗
+σ1Λθµγ2β
∗∗ = 0
(Λk1µα+ Λk1τ2α− Λθk1µα− Λθk1τ2α)(β∗∗)2 + (Λk1µ2
+Λk1τ2 + Λk1µγ2 − Λθk1µ2µ− Λθk1τ2µ− Λθk1µγ2)(β∗∗)
+(αΛk1θ + αΛγ1 − αΛγ1θ)(β∗∗)3 + (αΛk1θµ− σ2αΛk1θ
−σ2αΛγ1 + σ2αΛγ1θ)(β∗∗)2 − σ2αΛk1θµ(β∗∗) + (k1k2Λθ
+k2Λγ1 − k2Λγ1θ)(β∗∗)2 + k1k2Λθµ(β∗∗) + (Λµα+ Λτ2α
−Λθµα− Λθτ2α)(β∗∗)3 + (Λµ2 + Λτ2µ+ Λµγ2 − Λθµ2
−Λθτ2µ− Λθµγ2 − σ1Λµα− σ1Λτ2α+ σ1Λθµα
+σ1Λθτ2α)(β
∗∗)2 + (−σ1Λµ2 − σ1Λτ2µ− σ1Λµγ2
+σ1Λθµ
2 + σ1Λθτ2µ+ σ1Λθµγ2)(β
∗∗) = 0
(αΛk1θ + αΛγ1 − αΛγ1θ + Λµα+ Λτ2α− Λθµα− Λθτ2α)
(β∗∗)3 + (Λk1µα+ Λk1τ2α− Λθk1µα− Λθk1τ2α+ αΛk1θµ
−σ2αΛk1θ − σ2αΛγ1 + σ2αΛγ1θ + k1k2Λθ + k2Λγ1 − k2Λγ1θ
+Λµ2 + Λτ2µ+ Λµγ2 − Λθµ2 − Λθτ2µ− Λθµγ2 − σ1Λµα
−σ1Λτ2α+ σ1Λθµα+ σ1Λθτ2α)(β∗∗)2 + (Λk1µ2 + Λk1τ2µ
+Λk1µγ2 − Λθk1µ2 − Λθk1τ2µ− Λθk1µγ2 − σ2αΛk1θµ
+k1k2Λθµ− σ1Λµ2 − σ1Λτ2µ− σ1Λµγ2 + σ1Λθµ2
+σ1Λθτ2µ+ σ1Λθµγ2)(β
∗∗) = 0
Λ(αk1θ + αγ1 − αγ1θ + µα+ τ2α− θµα− θτ2α)(β∗∗)2
+Λ(k1µα+ k1τ2α− θk1µα− θk1τ2α+ αk1θµ− σ2αk1θ
−σ2αγ1 + σ2αγ1θ + k1k2θ + k2γ1 − k2γ1θ + µ2 + τ2µ+ µγ2
−θµ2 − θτ2µ− θµγ2 − σ1µα− σ1τ2α+ σ1θµα+ σ1θτ2α)β∗∗
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+Λ(k1µ
2 + k1τ2µ+ k1µγ2 − θk1µ2 − θk1τ2µ− θk1µγ2
−σ2αk1θµ+ k1k2θµ− σ1µ2 − σ1τ2µ− σ1µγ2 + σ1θµ2 + σ1θτ2µ
+σ1θµγ2) = 0
Kemudian dilakukan pembagian terhadap Λ dan β∗∗
(αk1θ + αγ1 − αγ1θ + µα+ τ2α− θµα− θτ2α)(β∗∗)2 + (k1µα
+k1τ2α− θk1µα− θk1τ2α+ αk1θµ− σ2αk1θ − σ2αγ1 + σ2αγ1θ
+k1k2θ + k2γ1 − k2γ1θ + µ2 + τ2µ+ µγ2 − θµ2 − θτ2µ− θµγ2
−σ1µα− σ1τ2α+ σ1θµα+ σ1θτ2α)β∗∗ + (k1µ2 + k1τ2µ+ k1µγ2
−θk1µ2 − θk1τ2µ− θk1µγ2 − σ2αk1θµ+ k1k2θµ− σ1µ2 − σ1τ2µ
−σ1µγ2 + σ1θµ2 + σ1θτ2µ+ σ1θµγ2) = 0
Sehingga diperoleh
a = (αk1θ + αγ1 − αγ1θ + µα+ τ2α− θµα− θτ2α)
= α(k1θ + γ1 − γ1θ + µ+ τ2 − θµ− θτ2)
= α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)],
b = k1µα+ k1τ2α− θk1µα− θk1τ2α+ αk1θµ− σ2αk1θ − σ2αγ1
+σ2αγ1θ + k1k2θ + k2γ1 − k2γ1θ + µ2 + τ2µ+ µγ2 − θµ2
−θτ2µ− θµγ2 − σ1µα− σ1τ2α+ σ1θµα+ σ1θτ2α
= k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2) + k2γ1 − k2γ1θ + k1k2θ
−σ2αγ1 + σ2αγ1θ + µ(γ2 + µ+ τ2)− θµ(γ2 + µ+ τ2)
−σ1µα+ σ1θµα− σ1τ2α+ σ1θτ2α
= k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2) + µk2 − θµk2 + k2γ1
−k2γ1θ + k1k2θ − σ1µα+ σ1θµα− σ1τ2α+ σ1θτ2α
−σ2αγ1 + σ2αγ1θ
= k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2) + k2(1− θ)(µ+ γ1)
+k1k2θ − σ1α(µ+ τ2)(1− θ)− σ2αγ1(1− θ)
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c = (k1µ
2 + k1τ2µ+ k1µγ2 − θk1µ2 − θk1τ2µ− θk1µγ2 − σ2αk1θµ
+k1k2θµ− σ1µ2 − σ1τ2µ− σ1µγ2 + σ1θµ2 + σ1θτ2µ+ σ1θµγ2)
= k1k2µ− k1k2θµ− k1σ2αθµ+ k1k2θµ+ k2σ1θµ− k2σ1µ
= k1k2µ− k1σ2αθµ+ k2σ1θµ− k2σ1µ
= k1k2µ
(




Dengan demikian diperoleh persamaan kuadrat
α(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c = 0, (4.16)
dengan
a = α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)],
b = k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2)
+k2(1− θ)(µ+ γ1) + k1k2θ − σ1α(µ+ τ2) (4.17)
(1− θ)− σ2γ1α(1− θ),
c = k1k2µ(1−<v).
4.5 Menentukan Bilangan Reproduksi Dasar
Dalam model epidemiologi, bilangan reproduksi dasar
yang dilambangkan dengan R0 adalah konsep kunci dan
didefinisikan sebagai jumlah rata-rata infeksi sekunder yang
timbul dari individu yang terinfeksi primer yang masuk ke
kelas susceptible selama periode infeksi susceptible.
Dengan menggunakan metode Driessche dan Watmough
[5] akan ditentukan bilangan reproduksi dasar untuk itu
didefinisikan sebagai berikut :
Fi adalah laju kemunculan infeksi baru pada kompartemen i,
V−i adalah laju dari perpindahan individu keluar dari
kompartemen i,
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V+i adalah laju dari perpindahan individu masuk ke dalam
kompartemen i
Vi = V−i − V+i










(γ1 + µ+ τ1)I1
(γ2 + µ+ τ2)I2
(β + µ)S1 − (1− θ)Λ
(αβ + µ)S2 − (θΛ + γ1I1 + γ2I2)

Kompartemen yang terinfeksi adalah I1 ke I2, sehingga
perhatikan I1 dan I2 dengan mensubtitusikan nilai β =
(σ1I1+σ2I2N ) dan titik kesetimbangan bebas penyakit ε0 =





















(γ1 + µ+ τ1)I1
(γ2 + µ+ τ2)I2
((σ1I1+σ2I2N ) + µ)(
((1−θ)Λ
µ )− (1− θ)Λ
(α(σ1I1+σ2I2N ) + µ)(
θΛ














(γ1 + µ+ τ1)I1
(γ2 + µ+ τ2)I2

Selanjutnya akan dicari matriks F dan V yang didapat dari






























 γ1 + µ+ τ1 0
0 γ2 + µ+ τ2

Selanjutnya dicari V −1, sehingga diperoleh
V −1 =
1
(γ1 + µ+ τ1)(γ2 + µ+ τ2)
 γ2 + µ+ τ2 0






























Jadi nilai eigen dari matriks next generation diperoleh dengan
menyelesaikan det (λI − FV −1) = 0, sehingga didapat
det
∣∣∣∣∣ λ− ( σ1(1−θ)γ1+µ+τ1 ) −( σ2(1−θ)γ2+µ+τ2 )− ασ1θγ1+µ+τ1 λ− ασ2θγ2+µ+τ2
∣∣∣∣∣ = 0
(
λ− ( σ1(1− θ)
γ1 + µ+ τ1
)(
λ− ασ2θ














γ2 + µ+ τ2
− λσ1(1− θ)
γ1 + µ+ τ1
+
σ1(1− θ)ασ2θ
(γ1 + µ+ τ1)(γ2 + µ+ τ2)
− σ1(1− θ)ασ2θ
(γ1 + µ+ τ1)(γ2 + µ+ τ2)
= 0
λ2 − λασ2θ
γ2 + µ+ τ2
− λσ1(1− θ)
γ1 + µ+ τ1
= 0
λ(λ− ( ασ2θ
γ2 + µ+ τ2
+
σ1(1− θ)
γ1 + µ+ τ1
)) = 0
Dari perhitungan diatas bisa didapatkan nilai eigen untuk








k1ασ2θ + k2σ1(1− θ)
k1k2
(4.18)
dengan k1 = γ1 + µ + τ1 dan k2 = γ2 + µ + τ2.
Berdasarkan perolehan nilai eigen dari persamaan (4.18),
maka <ν diperoleh sebagai berikut
<ν = σ1k2(1−θ)+ασ2k1θk1k2 (4.19)
dengan k1 = γ1 + µ+ τ1 dan k2 = γ2 + µ+ τ2.
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4.6 Kestabilan Lokal Model Interaksi Dinamis
Setelah diperoleh titik kesetimbangan maka dilakukan
analisis kestabilan. Analisis kestabilan dilakukan untuk
mengetahui laju penyebaran suatu penyakit. Analisis ini
dilakukan pada titik setimbang bebas penyakit (Disease
Free Equilibrium) dan titik setimbang endemik (Endemic
Equilibrium).
Model interaksi dinamis merupakan model persamaan
yang tak linier, sehingga perlu dilakukan linierisasi terlebih
dahulu sebelum melakukan analisis kestabilan. Untuk
melakukan linierisasi digunakan ekspansi deret Taylor, pada
(4.1) sehingga dapat dituliskan sebagai berikut.
A(S1, I1, S2, I2) =
dS1
dt
= (1− θ)Λ− (β + µ)S1
= (1− θ)Λ− (σ1I1 + σ2I2
N
+ µ)S1





B(S1, I1, S2, I2) =
dI1
dt











− (γ1 + µ+ τ1)I1
C(S1, I1, S2, I2) =
dS2
dt
= θΛ + γ1I1 + γ2I2
−(αβ + µ)S2
= θΛ + γ1I1 + γ2I2 − (ασ1I1 + σ2I2
N
+µ)S2






D(S1, I1, S2, I2) =
dI2
dt













− (γ2 + µ+ τ2)I2
Dengan titik tetap (S∗1 , I∗1 , S∗2 , I∗2 , ), maka
dS1
dt






2 ) = 0
dI1
dt






2 ) = 0
dS2
dt






2 ) = 0 (4.20)
dI2
dt






2 ) = 0
Misalkan:
S1 − S∗1 = u⇒ S˙1 = u˙
I1 − I∗1 = v ⇒ I˙1 = v˙
S2 − S∗2 = x⇒ S˙2 = x˙ (4.21)
I2 − I∗2 = y ⇒ I˙2 = y˙










2 ) + (S1 − S∗1 )
∂A
∂S1




+(S2 − S∗2 )
∂A
∂S2
+ (I2 − I∗2 )
∂A
∂I2
+ · · ·
dI1
dt






2 ) + (S1 − S∗1 )
∂B
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂B
∂I1
+(S2 − S∗2 )
∂B
∂S2
+ (I2 − I∗2 )
∂B
∂I2
+ · · ·
dS2
dt






2 ) + (S1 − S∗1 )
∂C
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂C
∂I1
+(S2 − S∗2 )
∂C
∂S2
+ (I2 − I∗2 )
∂C
∂I2
+ · · ·
dI2
dt






2 ) + (S1 − S∗1 )
∂D
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂D
∂I1
+(S2 − S∗2 )
∂D
∂S2
+ (I2 − I∗2 )
∂D
∂I2
+ · · ·
Berdasarkan (4.20), maka linearisasi dari (4.20) adalah
dS1
dt
= (S1 − S∗1 )
∂A
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂A
∂I1
+ (S2 − S∗2 )
∂A
∂S2





= (S1 − S∗1 )
∂B
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂B
∂I1
+ (S2 − S∗2 )
∂B
∂S2





= (S1 − S∗1 )
∂C
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂C
∂I1
+ (S2 − S∗2 )
∂C
∂S2





= (S1 − S∗1 )
∂D
∂S1
+ (I1 − I∗1 )
∂D
∂I1
+ (S2 − S∗2 )
∂D
∂S2




Dengan menggunakan permisalan (4.21), maka hasil




















































































































































Selanjutnya akan dicari matriks Jacobian dari (4.20)

































































































































































































































































− (γ2 + µ+ τ2) (4.38)
Dari hasil turunan (4.23) sampai (4.38), dapat ditulis
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dalam bentuk matriks Jacobian sebagai berikut:
J =







N − (γ1 + µ+ τ1)










N − (γ2 + µ+ τ2)

4.6.1 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Bebas
Penyakit
Telah diketahui sebelumnya bahwa titik setimbang bebas



















−µ −σ1(1− θ) 0 −σ2(1− θ)
0 σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) 0 σ2(1− θ)
0 γ1 − ασ1θ −µ γ2 − ασ2θ
0 ασ1θ 0 ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2)

Untuk mempermudah mencari persamaan
karakteristiknya, maka pada J(ε0) akan diubah ke dalam




−µ −σ1(1− θ) 0 −σ2(1− θ)
0 σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) 0 σ2(1− θ)
0 γ1 − ασ1θ −µ γ2 − ασ2θ







−µ −σ1(1− θ) 0 −σ2(1− θ)
0 σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) 0 σ2(1− θ)
0 0 −µ K




(ασ1θ − γ1)σ2(1− θ)
σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + γ2 − ασ2θ
L =
(−ασ1θ)σ2(1− θ)
σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2)
Selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan
| J(ε0)− λI |= 0
Sehingga∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ −σ1(1− θ) 0 −σ2(1− θ)
0 σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) 0 σ2(1− θ)
0 0 −µ K




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0






λ+ µ σ1(1− θ) 0 σ2(1− θ)
0 λ− (σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1)) 0 −σ2(1− θ)
0 0 λ+ µ E






(ασ1θ − γ1)σ2(1− θ)





σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2)
)
Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut.




σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2)
)
) = 0
Sehingga akan diperoleh nilai eigen dari akar
karakteristiknya sebagai berikut.
λ1 = −µ < 0
λ2 = σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1)
= (γ1 + µ+ τ1)
(
σ1(1− θ)




untuk σ1(1−θ)γ1+µ+τ1 < 1, maka
λ2 = σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) < 0
λ3 = −µ < 0
λ4 = − (ασ1θ)σ2(1− θ)
σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2)




σ1(1− θ)− (k1)) − (k2)
=
−(ασ1θ)σ2(1− θ) + (ασ2θ)[σ1(1− θ)− (k1)]
σ1(1− θ)− (k1) − (k2)
=
−ασ1θσ2 + ασ1θσ2θ + ασ1σ2θ − ασ1σ2θθ − ασ2θk1
σ1(1− θ)− k1 − (k2)
=
−ασ2θk1
σ1(1− θ)− k1 − (k2)
= k2
( −ασ2θk1



























































λ4 = − (ασ1θ)σ2(1− θ)
σ1(1− θ)− (γ1 + µ+ τ1) + ασ2θ − (γ2 + µ+ τ2) < 0
Karena nilai eigen (λ1, λ2, λ3, dan λ4) bernilai negatif
pada bagian realnya maka berdasarkan akar karakteristik
(nilai eigen λ) maka titik setimbang ε0 stabil lokal asimtotis
dan titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil untuk
<v < 1.
4.6.2 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Endemik






















N − (γ1 + µ+ τ1)





















N − (γ2 + µ+ τ2)

Untuk mempermudah mencari persamaan
karakteristiknya, maka pada J(ε1) akan diubah ke dalam














N − (γ1 + µ+ τ1)














































0 B 0 E
0 γ1 − ασ1S
∗∗
2
































































































0 B 0 P

































































A −σ1S∗∗1N 0 −
σ2S∗∗1
N
0 B 0 P
0 0 C Q



















A −σ1S∗∗1N 0 −
σ2S∗∗1
N
0 B 0 P
0 0 C Q























































































− (γ2 + µ+ τ2)
Selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan
| J(E1)− λI |= 0
sehingga∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A −σ1S∗∗1N 0 −
σ2S∗∗1
N
0 B 0 P
0 0 C Q
0 0 0 D
− λ

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0





A− λ −σ1S∗∗1N 0 −
σ2S∗∗1
N
0 B − λ 0 P
0 0 C − λ Q
0 0 0 D − λ
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut.
(A− λ)(B − λ)(C − λ)(D − λ) = 0
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































) > 1, maka λ4 = D < 0
Karena nilai eigen (λ1, λ2, λ3, dan λ4) bernilai negatif
pada bagian realnya maka berdasarkan akar-akar karakteristik











Pada sub bab ini akan membahas mengenai bagaimana
cara menentukan persamaan untuk menemukan kurva
bifurkasi dari model interaksi dinamis. Kemudian
menyajikannya dalam bentuk kurva dan menganalisanya.
4.7.1 Eksistensi kesetimbangan endemik
Dalam hal ini, menggunakan titik kesetimbangan endemik
untuk mencari persamaan R0 yang optimum untuk membuat
kurva bifurkasinya sehingga untuk R0 yang lebih kecil dari
nilai optimum tidak terjadi penyebaran penyakit menular.
Diketahui sebagai berikut
g(β) = a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c = 0
dengan
a = α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)],
b = k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2) + k2(1− θ)
(µ+ γ1) + k1k2θ − σ1α(µ+ τ2)(1− θ)− σ2γ1α(1− θ)
c = k1k2µ(1−<v)
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dan <v = σ1k2(1− θ) + ασ2k1θ
k1k2
dimana
k1 = γ1 + µ+ τ1 dan k2 = γ2 + µ+ τ2
Sehingga diperoleh
Teorema 1. Model (4.1) mempunyai :
i. Satu kesetimbangan endemik jika c < 0
ii. Satu kesetimbangan endemik jika b < 0 dan c = 0 atau
4 = b2 − 4ac = 0
iii. Dua kesetimbangan endemik jika b < 0, c > 0 dan4 > 0
iv. Tidak ada kesetimbangan endemik untuk kondisi yang
lainnya.
Pembuktian:
Dalam hal ini koefisien a selalu bernilai positif. Sedangkan
koefisien c bergantung pada nilai <v, jika <v < 1, maka c > 0,
jika <v > 1, maka c < 0 dan jika <v = 1, maka c = 0.
Karena a > 0 maka agar penyelesaian dari persamaan di atas
bernilai positif bergantung pada nilai b dan c. Untuk <v > 1,
persamaan di atas menghasilkan dua akar persamaan, salah
satunya bernilai positif, sedangkan lainnya negatif.
Dengan mensubstitusikan <v = 1 pada persamaan g(β)
dan dengan memisalkan c = k1k2µ(1 − <v) = c∗∗(1 − <v),
maka diperoleh
g(β) = a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c
= a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c∗∗(1−<v)
= a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c∗∗(1− 1)
= a(β∗∗)2 + bβ∗∗
Karena g(β) = 0, maka
0 = a(β∗∗)2 + bβ∗∗
0 = β∗∗(aβ∗∗ + b)
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Karena β∗∗ 6= 0, maka aβ∗∗ + b = 0, sehingga





Hasil perhitungan di atas memiliki penyelesaian tak nol,
yaitu β∗∗ = − ba jika dan hanya jika b < 0. Untuk b <
0 terdapat penyelesaian positif untuk <v = 1. Hal ini
menunjukkan bahwa titik kesetimbangan tersebut bergantung
pada <v dan terdapat interval terbuka yang memiliki dua akar







Dengan β∗∗1 dan β∗∗2 masing-masing bersifat stabil dan
tidak stabil. Dengan demikian, persamaan g(β) mempunyai
dua penyelesaian positif, yang berhubungan dengan dua
keseimbangan endemik jika hanya jika c > 0 atau <v < 1
dan b < 0, a > 0, dan b2 > 4ac. Jika c > 0 dan b > 0 atau
b2 < 4ac, maka persamaan g(β) menghasilkan penyelesaian
tak real dan tidak ada keseimbangan endemiknya.
Selanjutnya akan dicari persamaan bifurkasi mundur
dengan cara mencari titik optimum dari persamaan g(β)
kemudian mensubstitusikan hasilnya ke dalam persamaan
g(β) = 0 untuk memperoleh nilai <c.
Untuk mencari titik optimum dari persamaan g(β) dengan






∂(a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c)
∂β
= 0
2aβ∗∗ + b = 0
2aβ∗∗ = −b
β∗∗ = − b
2a
(4.46)
Kemudian mensubstitusikan (4.46) ke dalan persamaan
g(β) = 0
g(β) = 0

















+ c = 0
b2 − 2b2
4a















Karena <v = <c, sehingga penyelesaian untuk nilai kritis dari
<c, diberikan <c = 1 − b24ak1k2µ . Bifurkasi mundur terjadi
ketika <c ada dan <c < <v dengan batasan bahwa diskriminan
dari akar persamaan g(β) positif, sehingga diperoleh <c <
<v < 1.
Selanjutnya dari nilai <v dan β akan disimulasikan
yang menghasilkan kurva bifurkasi dengan sumbu (x,y)
yang merupakan (<v,β). Pada Gambar (4.1) merupakan
kurva bifurkasi hasil dari simulasi dengan menggunakan nilai
parameter µ = 0.097, τ1 = 0.36, τ2 = 0.162, σ1 = 0.5,σ2 =
0.75, γ1 = 0.52, γ2 = 0.001, α = 0.8, θ = 0.533.
Gambar 4.2: Kurva Bifurkasi Mundur
Pada Gambar 4.1 menunjukkan bahwa telah terjadi
bifurkasi mundur untuk <v sehingga <cv < <v < 1. Sehingga
diperoleh tiga titik tetap, yang terdiri dari titik setimbang
bebas penyakit, titik setimbang endemik stabil, dan titik
setimbang endemik tidak stabil. Pada saat 0.08646438738 <
<v < 1 ada tiga titik kesetimbangan, satu titik kesetimbangan
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endemik bersifat stabil (warna biru), satu titik kesetimbangan
endemik bersifat tidak stabil (warna merah),dan satu titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil. Dan untuk
R0 > 1 titik endemik stabil sangat besar sehingga penularan
(endemik) sulit diatasi dan terdapat titik setimbang bebas
penyakit yang tidak stabil.
Pada Gambar 2 menunjukkan kurva bifurkasi mundur
dengan <v = 1 atau <v < 1 dengan nilai a > 0, b < 0,
c > 0 untuk <v < 1 dan a > 0, b < 0, c = 0 untuk <v = 1.
Selanjutnya dengan menggunakan nilai parameter µ =
0.097,τ1 = 0.36, τ2 = 0.162, σ1 = 0.5,σ2 = 0.75, γ1 = 0.52,
γ2 = 0.001, α = 0.22, θ = 0.96.
Pada Gambar 4.2 menunjukkan bahwa telah terjadi
Gambar 4.3: Kurva Bifurkasi Maju
bifurkasi maju dengan <v > 1. Terdapat satu titik tetap,
yaitu di titik 1. Pada titik 1 terjadi bifurkasi Transkritikal.
Pada saat <v < 1 tidak terjadi penyebaran penyakit,
sedangkan <v > 1 yang ditunjukkan oleh I2 merupakan
57
titik endemik stabil sehingga walaupun terjadi penularan
(endemik) masih bisa diatasi. Jika dibandingkan dengan
Gambar 4.1, terlihat bahwa lengkungan yang menunjukkan
bifurkasi mundur mendekati satu yang menandakan bahwa
kurva mendekati posisi untuk bifurkasi maju dan mendekati
dominan stabil untuk titik endemiknya sehingga penyakit
dapat ditangani walau terjadi penyebaran endemik.
4.7.2 Keterkaitan antara kesetimbangan bebas
penyakit dan kesetimbangan endemik
Parameter θ dan α dapat dijadikan sebagai kontrol dalam
model (4.1) karena hubungannya dengan laju vaksinasi dan
keefektifan vaksin. Dengan parameter yang lain yang telah
ditentukan, koefisien a, b, dan c pada Persamaan (4.17) adalah
fungsi dari θ dan α.
Berdasarkan Teorema 1 bahwa kesetimbangan bebas
penyakit stabil dan kesetimbangan endemik untuk nilai dari
θ dan α dalam region
M =
{
(θ, α) ∈ [0, 1]× [0, 1] : b < 0, c > 0, b2 − 4ac > 0}.
4.7.3 Eksistensi Nilai Ambang Batas untuk θ dan α
Terdapat dua kasus khusus yaitu saat semua rekruitmen
baru di vaksinasi dan saat pemulihan infeksi menjadi
kekebalan permanen
1. Semua rekruitmen baru telah di vaksinasi (θ = 1) Pada
kasus ini diperoleh
<v = σ1k2(1− θ) + ασ2k1θ
k1k2
=







dan koefisien dari (4.16) pada (4.17) menjadi
a = α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)]
= α[k11 + (γ1 + µ+ τ2)(1− 1)]
= α
b = k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2)
+k2(1− θ)(µ+ γ1) + k1k2θ − σ1α(µ+ τ2)(1− θ)
−σ2γ1α(1− θ)
= k1α(µ+ τ2)(1− 1) + k1α1(µ− σ2)
+k2(1− 1)(µ+ γ1) + k1k21− σ1α(µ+ τ2)(1− 1)
−σ2γ1α(1− 1)
= α(µ− σ2) + k2








Teorema 2. Kesetimbangan bebas penyakit (ε0) dari
model (4.1) adalah stabil asimtotik global pada Ω.
Bukti:
Saat θ = 1 tidak ada rekruitmen pada kompartemen S1,











S2 − (γ2 + µ+ τ2)I2.
Pernyataan tersebut dapat dibuktikan dengan
menggunakan LaSalle’s Invariance Principle dengan
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S1 − (γ1 + µ+ τ1)I1
= −σ2I2
N
S1 − µS1 + σ2I2
N
S1 − (γ1 + µ+ τ1)I1
= −µS1 − (γ1 + µ+ τ1)I1 ≤ 0
dan
G˙ = 0⇔ S1 = I1 = 0
Maka subset invarian terbesar dari
W = (S1, I1, S2, I2) ∈ Ω : G˙(S1, I1, S2, I2) = 0
= (S1, I1, S2, I2) ∈ Ω : S1 = I1 = 0
adalah kesetimbangan bebas penyakit ε0. Sehingga
berdasarkan LaSalle’s Invariance Principle bahwa ε0
adalah stabil asimtotik global.
2. Pemulihan dari infeksi yang menjadikan kekebalan
permanen (α = 0) Pada kasus ini diperoleh <v = σ1(1−θ)k1
dan koefisien dari (4.16) pada (4.17) menjadi
a = α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)]
= 0
b = k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2)
+k2(1− θ)(µ+ γ1) + k1k2θ − σ1α(µ+ τ2)(1− θ)
−σ2γ1α(1− θ)
= 0 + 0 + (1− θ)(µ+ γ1) + k1θ − 0− 0
= (1− θ)(µ+ γ1) + k1θ
c = k1µ(1−<v).
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Berdasarkan Teorema 1, tidak ada kesetimbangan endemik
saat <v ≤ 1. Teorema di bawah ini akan membuktikan bahwa
jika <v ≤ 1, kesetimbangan bebas penyakit adalah stabil
asimtotik global pada Ω.
Teorema 3. Kesetimbangan bebas penyakit dari model (4.1)
adalah stabil asimtotik global pada Ω.
Bukti:
Saat α = 0 pemulihan dari infeksi menjadikan kekebalan
permanen sehingga kompartemen infected I2 mendekati nol
saat t→∞. Sehingga model menjadi
dS1
dt








S1 − (γ1 + µ+ τ1)I1, (4.48)
dS2
dt
= θΛ + γ1I1 − µS2.
Pernyataan tersebut dapat dibuktikan dengan menggunakan
LaSalle’s Invariance Principle dengan fungsi Lyapunov




2 (θS1 − (1− θ)S2)2 saat S1 > 1−θθ S2,
I2 saat S1 ≤ 1−θθ S2.
maka
U(S1, I1, S2, I2) =
{
I˙2 + (θS1 − (1− θ)S2)(θS˙1 − (1− θ)S˙2) saat S1 > 1−θθ S2,
I˙2 saat S1 ≤ 1−θθ S2.
Karena
θS˙1 − (1− θ)S˙2 = θ((1− θ)Λ− (β + µ)S1)− (1− θ)(θΛ
+γ1I1 + γ2I2 − (αβ + µ)S2)
= θ(1− θ)Λ− θ(β + µ)S1 − (1− θ)θΛ
−(1− θ)γ1I1 − (1− θ)γ2I2 + (1− θ)
(αβ + µ)S2)
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= −θβS1 − θµS1 − (1− θ)(γ1I1 + γ2I2)
+αβS2 + µS2 − θαβS2 − θµS2
( karena α = 0 maka)
= −θβS1 − θµS1 − (1− θ)(γ1I1 + γ2I2)
+µS2 − θµS2
= −µ(θS1 − (1− θ)S2)− θβS1 − (1− θ)
(γ1I1 + γ2I2)
≤ −µ(θS1 − (1− θ)S2)
dan
I˙2 = αβS2 − (γ2 + µ+ τ2)I2 = −(γ2 + µ+ τ2)I2 = k2I2
maka
U˙ ≤
{ −k2I2 − µ(θS1 − (1− θ)S2)2 saat S1 > 1−θθ S2,
−k2I2 saat S1 ≤ 1−θθ S2.
Sehingga, U˙ ≤ 0 dengan U˙ = 0 jika dan hanya jika I2 = 0
dan θS1 − (1− θ)S2 = 0. Oleh karena itu
Ω̂ = {(S1, I1, S2, I2) ∈ Ω : θS1 ≤ (1− θ)S2, I2 = 0}
adalah stabil pada Ω.
Sehingga, ε adalah kesetimbangan stabil asimtotik global
dari (4.16) pada Ω jika kesetimbangan stabil asimtotik global















(S1, I1, S2) ∈ R3+ : S1 + I1 + S2 ≤
Λ
µ
, θS1 ≤ (1− θ)S2
}
.
Untuk sistem dinamis yang didefinisikan pada (4.48),




1 . Maka dengan
S1 ≤ (1 − θ)N . Sehingga F˙ ≤ 0. Maka diperoleh F˙ = 0 jika
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dan hanya jika I1 = 0.
Dengan mensubstitusikan I1 = 0 pada persamaan
pertama dan ketiga pada (4.48) didapatkan S1 mendekati
Λ(1−θ)
µ dan S2 mendekati
Λθ
µ pada saat t→∞.
Oleh karena itu, ε¯0 adalah kesetimbangan stabil asimtotik
global pada (4.48) terhadap Ω dan ε0 adalah kesetimbangan
stabil asimtotik global pada (4.1) terhadap Ω.
Fungsi a, b, dan c pada (4.17) yang digunakan pada
pendefinisian pesamaan koeksistensi region M adalah fungsi
kontinu pada θ dan α.
M =
{








α ∈ [0, 1] : ∃α ∈ [0, 1] : (θ, α) ∈M}
Dengan asumsi bahwa θ̂ = 1, maka terdapat αˇ sedemikian
hingga (1, αˇ) ∈ M . Akan tetapi pada pembahasan θ = 1
didapat (1, αˇ) bukan anggota M. Saat b=0 diperoleh α = 0
dan <v = 1, hal ini kontradiksi dengan persamaan (<v),
sehingga θ < 1. Dengan cara yang sama, diasumsikan bahwa
α = 0, maka terdapat θˇ sedemikian hingga (1, θˇ) ∈ M , pada
pembahasan kasus α = 0, didapatkan (1, θˇ) bukan anggota M,
saat b=0 diperoleh θ = 0 dan θ = 1, sehingga hasil ini tidak
konsisten, sehingga didapatkan α > 0.
Dari hasil simulasi yang ditunjukkan pada Tabel 4.1
menunjukkan bahwa bifurkasi mundur dapat di hilangkan
jika (i) populasi yang divaksinasi berjumlah besar atau (ii)
keefektifan vaksin φ = 1 − α cukup tinggi. Parameter dari
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Tabel 4.1: Keterkaitan antara Perubahan Nilai Parameter
dengan Keeksistensian Bifurkasi







wilayah koeksistensi pada Gambar 4.1 α̂ = 0.25 dan θ̂ = 0.95,
jadi diperlukan paling sedikit 75% keefektifan vaksin atau 95%
cakupan vaksin untuk menghilangkan bifurkasi mundur.
4.8 Solusi Numerik dan Simulasi
Pada sub bab ini akan membahas bagaimana cara
untuk memperoleh solusi numerik dari persamaan model
interaksi dinamis dan simulasi numeriknya. Hal ini bertujuan
untuk memudahkan dalam menganalisa model dan untuk
mengetahui selisih atau error antara nilai eksak dengan nilai
numerik.
Penyelesaian numerik yang digunakan adalah metode
Runge-Kutta orde empat. Metode Runge-Kutta mencapai
keakuratan dari suatu pendekatan Taylor tanpa memerlukan
turunan-turunan tingkat tinggi. Metode Runge-Kutta orde
4 adalah satu dari metode yang banyak digunakan untuk
menyelesaikan persamaan differensial. Metode ini mempunyai
suatu galat pemotongan h4. Integrasi numerik dari persamaan
dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat
dinyatakan sebagai berikut:
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Persamaan Numerik Runge Kutta untuk persamaan (4.1)
S1n+1 = S1n +
1
6
(k1,S1 + 2k2,S1 + 2k3,S1 + k4,S1)
I1n+1 = I1n +
1
6
(k1,I1 + 2k2,I1 + 2k3,I1 + k4,I1)
S2n+1 = S2n +
1
6
(k1,S2 + 2k2,S2 + 2k3,S2 + k4,S2)
I2n+1 = I2n +
1
6
(k1,I2 + 2k2,I2 + 2k3,I2 + k4,I2)
Dengan

















S1n − (γ1 + µ+ τ1)I1n
)
k1,S2 = hf(tn, S1n , I1n , S2n , I2n)
= h
(































































































(S1n + k1, S12
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(S2n + k1, S22
)















































































(S1n + k2, S12
)
































































































(S2n + k2, S22
)
















k4,I1 = hf(tn, S1n + k3,S1 , I1n + k3,I1 , S2n + k3,S2 , I2n + k3,I2)
= h
[(




−(γ1 + µ+ τ1) (I1n + k3,I1)]
k4,S2 = hf(tn, S1n + k3,S1 , I1n + k3,I1 , S2n + k3,S2 , I2n + k3,I2)
















σ1 (I1n + k3,I1) + σ2 (I2n + k3,I2))
N
)
(S2n + k3,S2)− (γ2 + µ+ τ2) (I2n + k3,I2)]
Dengan h adalah langkah waktu dan
f(tn, S1n , I1n , S2n , I2n) adalah fungsi sistem model interaksi
dinamis.
Setelah diperoleh persamaan numerik Runge-Kutta dari
sistem persamaan model interaksi dinamis, selanjutnya akan
dibuat simulasinya. Dalam hal ini yang akan disimulasikan
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adalah bentuk grafik persebaran populasi susceptible dan
infected, serta menghitung nilai titik kesetimbangannya dari
model interaksi dinamis.
Sebelum menghitung titik kesetimbangan, akan
ditentukan apakah titik kesetimbangan yang akan dihitung
merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit atau titik
kesetimbangan endemik berdasarkan nilai <v. Jika <v < 1,
maka yang akan dihitung adalah titik kesetimbangan bebas
penyakit dan sifatnya stabil. Sedangkan jika <v > 1, maka
yang akan dihitung adalah titik kesetimbangan endemik.
Karena titik kesetimbangan endemik disajikan dalam (4.16)
yang berbentuk fungsi kuadrat, maka pertama-tama akan
dicari nilai akar persamaan kuadrat dari (4.16) dan tentunya
hasil akar-akar tersebut akan mempengaruhi keberadaan titik
kesetimbangan endemik dan kestabilannya. Diketahui bahwa
g(β) = a(β∗∗)2 + bβ∗∗ + c = 0
dengan
a = α[k1θ + (γ1 + µ+ τ2)(1− θ)],
b = k1α(µ+ τ2)(1− θ) + k1αθ(µ− σ2) + k2(1− θ)
(µ+ γ1) + k1k2θ − σ1α(µ+ τ2)(1− θ)− σ2γ1α(1− θ)
c = k1k2µ(1−<v)
dan
<v = σ1k2(1− θ) + ασ2k1θ
k1k2
dimana
k1 = γ1 + µ+ τ1 dan k2 = γ2 + µ+ τ2
Sehingga diperoleh akar-akar persamaan, antara lain I1 =
−b−√b2−4ac
2a dan I1 =
−b+√b2−4ac
2a . Karena terdapat dua akar
persamaan, maka terdapat tiga kondisi untuk keberadaan titik
endemik dan kestabilannya yaitu :
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1. b2 − 4ac > 0 : terdapat dua titik kesetimbangan
endemik,salah satunya bernilai real positif, sedangkan
lainnya bernilai real negatif. Untuk akar yang bernilai
real positif merupakan titik kesetimbangan endemik
yang stabil. Sedangkan untuk akar yang bernilai real
negatif merupakan titik kesetimbangan endemik yang
tak stabil.
2. b2−4ac = 0 : terdapat satu titik kesetimbangan endemik
dan sifatnya stabil. Hal ini dikarenakan pada kondisi ini
nilai I1 = I2.
3. b2 − 4ac < 0 : tidak ada titik kesetimbangan endemik,
sehingga terdapat titik kesetimbangan bebas penyakit
yang tak stabil.
Untuk menampilkan grafik persebaran populasi dengan
menggunakan metode numerik Runge-Kutta orde empat.
Metode Runge-Kutta mencapai keakuratan dari suatu
pendekatan Taylor tanpa memerlukan turunan-turunan
tingkat tinggi. Metode Runge-Kutta orde 4 adalah satu
dari metode yang banyak digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial.
Algoritma I:
1. Input nilai parameter bebas penyakit dengan Λ =
0.1, θ = 0.5, µ = 0.1, σ1 = 0.2, σ2 = 0.3, γ1 = 0.3, γ2 =
0.15, τ1 = 0.1, τ2 = 0.1, α = 0.5 dan nilai awal S1 =
0.5, I1 = 0.20, S2 = 0.10, I2 = 0.03.
2. Dihitung nilai S1n+1 , I1n+1 , S2n+1 , I2n+1 dengan
n=0,1,2...
3. Pada nilai n=0 maka diperoleh nilai
k1,S1 , k1,I1 , k1,S2 , k1,I2 dari nilai awal S10 , I10 , S20 , I20
4. Didapatkan k2,S1 , k2,I1 , k2,S2 , k2,I2 dari nilai
k1,S1 , k1,I1 , k1,S2 , k1,I2 yang telah didapatkan sebelumnya
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5. Dengan cara yang sama didapatkan
k3,S1 , k3,I1 , k3,S2 , k3,I2 dan k4,S1 , k4,I1 , k4,S2 , k4,I2
6. Didapatkan S1n+1 , I1n+1 , S2n+1 , I2n+1
Hasil simulasi dengan mengambil parameter dan nilai
awal diatas menghasilkan <v = 0.4143, yang berarti simulasi
model berada pada keadaan bebas penyakit, Didapatkan
grafik kestabilan pada Gambar 4.3.
Dari Gambar 4.3 terlihat bahwa populasi Susceptible,
Infected sudah menunjukkan ke arah titik setimbang dan
stabil pada titik tersebut. Untuk populasi Susceptible grafik
populasi ini menuju satu titik yaitu S=0,5000 dan stabil pada
titik tersebut. Ini artinya pada populasi tersebut sudah tidak
terjadi lagi penyebaran penyakit. Pada populasi Infected,
grafik populasi ini menuju satu titik yaitu 0 dan konstan
pada titik tersebut. Ini artinya pada populasi Infected ini
lamalama akan habis.




1. Input nilai parameter endemik dengan Λ = 100, θ =
0.0001, µ = 0.000648, σ1 = 0.053, σ2 = 0.034, γ1 =
0.1, γ2 = 0.01, τ1 = 0.1, τ2 = 0.1, α = 0.5, N = 100
dan nilai awal endemik yang digunakan adalah S1 =
0.5, I1 = 0.20, S2 = 0.10, I2 = 0.03
2. Dihitung nilai S1n+1 , I1n+1 , S2n+1 , I2n+1 dengan
n=0,1,2...
3. Pada nilai n=0 maka diperoleh nilai
k1,S1 , k1,I1 , k1,S2 , k1,I2 dari nilai awal S10 , I10 , S20 , I20
4. Didapatkan k2,S1 , k2,I1 , k2,S2 , k2,I2 dari nilai
k1,S1 , k1,I1 , k1,S2 , k1,I2 yang telah didapatkan sebelumnya
5. Dengan cara yang sama didapatkan
k3,S1 , k3,I1 , k3,S2 , k3,I2 dan k4,S1 , k4,I1 , k4,S2 , k4,I2
6. Didapatkan S1n+1 , I1n+1 , S2n+1 , I2n+1
Hasil simulasi dengan mengambil parameter dan nilai awal
diatas menghasilkan <v = 1, 2641, yang berarti simulasi model
berada pada keadaan terinfeksi penyakit. Didapatkan grak
kestabilan pada Gambar 4.4.
Dari Gambar 4.4 terlihat bahwa populasi Susceptible,
Infected sudah menunjukkan ke arah titik setimbang dan
stabil pada titik tersebut. Untuk populasi Susceptible
(yang belum pernah terinfeksi sebelumnya) mendekati titik
setimbang 231,5, populasi Infected (yang menularkan penyakit
paling sedikit satu kali) mendekati titik setimbang 497,6,
populasi Susceptible (yang telah terinfeksi paling sedikit
satu kali) mendekati titik setimbang 252,9, populasi Infected
(yang menularkan penyakit paling sedikit dua kali) mendekati
titik setimbang 492,7 dan stabil pada titik tersebut.
Berdasarkan hasil numerik tersebut, terdapat penyebaran
penyakit menular karena masih terdapat individu pada setiap
populasi.
Sehingga dari analisis yang dilakukan diatas, dapat
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Gambar 4.5: Grafik Dinamika Penyebaran Penyakit Saat
N=100, h=0.1
disimpulkan bahwa dengan menggunakan metode Runge-
Kutta, grafik ini stabil jika menggunakan nilai h = 0, 1.
Pada saat <v > 1 akan terjadi penyebaran penyakit, hal
ini dikarenakan terdapat individu pada populasi Infected
yang menyebarkan penyakit. Titik kesetimbangan endemik
akan stabil pada titik tersebut untuk masing-masing populasi
Susceptible, Infected. Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk
<v > 1 titik kesetimbangan endemik dari masing-masing




Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
tugas akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan yang telah
diberikan pada bab sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan
sebagai berikut :
1. Model penyebaran penyakit menular yang telah dikaji,
telah didapatkan titik setimbang dan analisis kestabilan
sebagai berikut :

















b. Titik kesetimbangan endemik ε1 =









∗∗ + µ)θ + γ1(β∗∗(1− θ))
k1(β∗∗ + µ)((µ+ τ2)(αβ∗∗+ µ) + µγ2)
I∗∗2 =
(
αβΛ(k1θ(β + µ) + γ1(1− θ)β)




















Stabil asimtotik lokal terpenuhi jika
<v < 1
dengan bilangan reproduksi dasar (<v) yaitu :
<v = σ1k2(1− θ) + ασ2k1θ
k1k2
dimana k1 = γ1 + µ+ τ1 dan k2 = γ2 + µ+ τ2
2. Bifurkasi mundur dapat dihilangkan jika :
(i) Populasi yang divaksinasi berjumlah besar (paling
sedikit 95%) atau
(ii) Keefektifan vaksin φ = 1 − α cukup tinggi (paling
sedikit 75%).
3. Simulasi model penyebaran penyakit menular
dengan menggunakan metode numerik Runge-Kutta
menghasilkan grafik dari kesetimbangan bebas penyakit
jika nilai h = 0,1. Serta simulasi numerik dari model
menunjukkan bahwa diperlukan keefektifan vaksin yang
cukup tinggi untuk pemberantasan penyakit secara
efektif.
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% theta = 0.96;










































options = odeset(’RelTol’,1e-4,’AbsTol’,[1e-9 1e-9...
1e-9 1e-9]);
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